QUELQUES PROPRIETES ARITHMETIQUES
DE LA SUITE DE FIBONACCI

Niveau : terminale S spécialité.

Lien avec le programme: raisonnement par récurrence, matrices carréaisices colonnes : opérations,
suite de matrices colonnebyj vérifiant une relation de récurrence du typg, = AU,. Divisibilité
dansZ, congruences dan4, PGCD de deux entiers, entiers premiers entre ielextité de Bézout,
nombres premiers.

Lien avecL es maths au quotidien : théme Nombre d’or.

f0=0,f1= 1

itn un entier naturel. On définit | it Fibonats&ini r
Soitn un entier naturel. On définit la suite de Fibonaitgfinie pa {pourtoutnDN,fn+2:fn+1+fn

Cette suite doit son nom au mathématicien italieonard de Pise, plus connu sous le pseudonyme de
Fibonacci (1170-1250). Elle apparait dans un probléeme ré&€m@asée dans un de ses ouvraged,ilser
Abaci, décrivant la croissance d’'une population de kgpin

Remarque, on peut rencontrer adigsi 1 au lieu dd, = 0 (cela ne produit qu'un décalage...)

On admet que la suit§, est une suite croissante d’entiers naturels.

fn+1) ( fn ) N 0 1
1. Montrer que, pour tout 0 N, ( =A OUA = .
aue.p [ A V) G 1)

2. a. Démontrer que pour tout entier natumedon nul :A" = (f"‘l Jn )

fn fn+1
b. En déduire que pouretq entiers naturelsy,.q = f,fg+1 * fp-1fq (ON pourra posar =p +q).
c. Montrer que si un entigrdivise f,, et divisef,, alorsr divisef, ..

3. Soitp un entier naturel non nul.
Déemontrer que pour tout entier natunehon nul, f,, divise f,,, (on pourra faire un raisonnement par
récurrence ou bien regard&t et A™ modulofy).

4. Soitn un entier naturel différent de 4.
Montrer que sf;,, est premier alors est premier. Examiner la réciproque.

5. Soita etb deux entiers naturels non nuliss PGCDG, b) etD = PGCD(y, , fp).
a. Montrer quef, diviseD.
b. Utiliser I'identité de Bézout pour montrer gDedivise f;.
c. Conclure.

6. Etudier le caractére « premiers entre eux f ééf.



