\Canal binaire symétrique sans mémoire

Niveau : terminale S spécialité.

Lien avec le programme : marche aléatoire, étude asymptotique d’une telle, congruence, algorithme.
(Probabilité, conditionnement, loi binomiale).

Lien avec Les maths au quotidien : Codage.

I- ERREUR DE TRANSMISSION

Le monde moderne est rempli de communications d’informations, que ce soit des sons, des lettres, des chiffres...

En informatique et dans les télécommunications, tout message est codé

/\ habituellement a 1’aide de 0 et de 1 transmis sous forme de courants électriques,
d’ondes radios, de signaux lumineux... Le support de la transmission s’appelle

By un canal en théorie de I’information, théorie fondée par Claude Shannon en

— & — &) 1948. C’est par exemple une ligne téléphonique, une liaison radio, un protocole

internet (comme TCP), une fibre optique, un disque compact...

Malheureusement, tout systéme de transport d’informations est imparfait, et il existe un risque de parasitage, qu’on
appelle le «bruit », qui perturbe le canal. Cela peut étre une variation incontrélée ou la faiblesse du signal
électrique, ou bien des rayures dans le cas du CD.

Un canal binaire est un canal qui ne transporte que des bits d’informations, c’est-a-dire des 0 et des 1 ; Il est dit
symétrique si la probabilité d’erreur de transmission pour chaque bit est la méme pour un 0 et un 1 (un 1 est changé
en 0 ou un 0 est changé en 1). 11 est dit sans mémoire si deux transmissions de bits sont indépendantes entre elles.
On note p la probabilité d’erreur de transmission d’un bit.

On suppose qu’un bit est transmis successivement au travers de n canaux binaires symétriques sans mémoire
identiques. Nous avons donc une marche aléatoire sur I’ensemble {0 ; 1}.

1. Représenter le graphe de cette marche aléatoire. 81101 11.‘]‘_[]1]11 ]‘m1
> Déterminer la matrice de transition de cett he aléato; NBLLF Lmnmmmmm i
. Déterminer la matrice de transition de cette marche aléatoire. STt J-Hlﬂl.EUllli]lﬂHlllﬂI

3. a. Montrer que la marche aléatoire converge vers un état stationnaire. a1 "Iﬂm d1011m Hllﬂiﬂi

b. Déterminer cet état stationnaire et I’interpréter.

II- TEST DE PARITE AVEC UN BIT DE PARITE

Sachant que nous ne pourrons éviter ces déformations de messages transmis, on va étudier un moyen simple et peu
« coliteux » pour tenter de détecter des erreurs de transmission.

On transmet un mot de 3 bits sur un canal binaire symétrique sans mémoire. On ajoute a la fin du mot un bit tel que
la somme des 4 bits soit paire, ¢’est-a-dire congru a 0 modulo 2, et on envoie le message de 4 bits.

Pour chaque bit transmis, la probabilité d’erreur est 0,05.

Soit X la variable aléatoire comptant le nombre de bits erronés a la réception.

1. Sile message a coder est 101, quel est le message envoyé ?

2. a. Ce test de parité détecte-il nécessairement s’il y a erreur(s) ou pas ? Détailler.
b. Si le test détecte une erreur, permet-il de la corriger ?

3. Ecrire un algorithme qui prend en entrée 4 bits et écrit en sortie « erreur » s’il en détecte une (et rien sinon).
Montrer que X suit une loi binomiale dont on précisera les paramétres.
Calculer la probabilité qu’il n’y ait aucune erreur sur la transmission.

Calculer la probabilité qu’il y ait au moins une erreur sur la transmission.
Calculer la probabilité qu’il y ait exactement 2 erreurs sur la transmission.

e a0 TP

Calculer la probabilité qu’il y ait exactement 4 erreurs sur la transmission.
5. Calculer la probabilité¢ que le message envoyé soit erroné et non détecte.

6. Sachant que le message est erroné, calculer la probabilité qu’il ne soit pas détecté comme tel.



